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Danh mục ký hiệu

Trong toàn luận văn, ta dùng những ký hiệu với các ý nghĩa xác định trong

bảng dưới đây:
Rn×m tập các ma trận thực cỡ n×m
ai j phần tử nằm trên dòng i, cột j
AT ma trận chuyển của ma trận A
A−1 ma trận nghịch đảo của ma trận A
SVD phân tích giá trị kỳ dị
‖x‖ chuẩn của véc tơ x
‖A‖ chuẩn của ma trận A
σi(A), i = 1,2, · · · ,n tập hợp các giá trị kỳ dị của ma trận A
λi(A), i = 1,2, · · · ,n tập hợp các giá trị riêng của A
◦
R

n

+ kí hiệu phần trong của không gian Rn
+

UA bao đóng của U
|A| định thức của ma trận A

i



Mở đầu
Giá trị kỳ dị của ma trận không chỉ đóng vai trò quan trọng trong toán học

lý thuyết mà còn đối với toán học ứng dụng. Trong toán học tính toán nó là một

phần cấu thành số điều kiện của ma trận. Đây là đại lượng quyết định tính ổn

định hay không ổn định của thuật toán. Nếu ta tìm được cận dưới cho giá trị kỳ

dị nhỏ nhất của ma trận thì ta đã tìm được một cận trên cho số điều kiện của ma

trận. Đó là đại lượng không thể thiếu trong các đánh giá sai số.

Thật vậy, hãy xét hệ phương trình tuyến tính n ẩn số,

Ax = b. (1)

Xin lưu ý rằng đây hầu như vẫn là bài toán quan trọng bậc nhất trong toán học

tính toán vì để ra được kết quả cuối cùng, gần như mọi bài toán đều quy về hoặc

liên quan đến giải hệ phương trình tuyến tính. Vế phải và ma trận hệ số của (1)

thường thu được do quá trình đo đạc ngoài thực địa hoặc là kết quả của một quá

trình tính toán xấp xỉ trước đó. Dù bằng cách nào, A và b không thể tránh khỏi

những sai số mà ta lần lượt ký hiệu là ∆A,δb. Như vậy đáng ra, ta có hệ (1) nhưng

thực tế, ta lại có hệ

(A+∆A)x̃ = b+δb. (2)

Điều chúng ta quan tâm ở đây là x̃ cách x bao xa hay là độ lớn của sai số. Người

ta đã chỉ ra rằng nếu ‖∆A‖< 1
‖A−1‖ và b 6= 0 thì

‖x− x̃‖
‖x‖

≤ cond (A)
1−‖A−1‖‖∆A‖

(‖∆A‖
‖A‖

+
‖δb‖
‖b‖

)
, (3)

trong đó, cond(A) = ‖A‖
∥∥A−1

∥∥ là số điều kiện của ma trận A. Bất đẳng thức (3)

chỉ ra rằng, sai số tương đối của nghiệm bị chặn trên bởi một đại lượng phụ thuộc

vào sai số tương đối của dữ liệu (tất nhiên!) và vào bản thân ma trận hệ số. Ta

cũng sẽ thấy rằng,

cond (A) = ‖A‖
∥∥A−1∥∥= σ1(A)

1
σn(A)

,
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trong đó, σ1(A) và σn(A) lần lượt là giá trị kỳ dị lớn nhất và nhỏ nhất của ma trận

A. Nếu ta tìm được cận dưới dương α ≤ σn(A) thì ta có

cond(A) =
σ1(A)
σn(A)

≤ σ1(A)
α

. (4)

Thay (4) vào (3), ta thu được một cận trên mới cho sai số tương đối.

Ngoài ra, tìm cận dưới cho giá trị kỳ dị nhỏ nhất của ma trận phụ thuộc tham

số cũng đóng vai trò quan trọng trong phương pháp giảm cơ sở. Xin xem [3] và

[5] để biết thêm chi tiết.

Chính vì tầm quan trọng của vấn đề, chúng tôi quyết định chọn đó làm đề

tài luận văn thạc sĩ. Để làm rõ chủ đề này, luận văn của chúng tôi bao gồm những

phần sau.

Chương 1. Chúng tôi trình bày một số kiến thức chung về ma trận như khái

niệm về ma trận, ma trận đơn vị, ma trận trực giao, véc tơ riêng, giá trị riêng,

chuẩn của véc tơ và chuẩn của ma trận, đặc biệt là dạng khai triển giá trị kỳ

dị SVD của ma trận. Đó đều là những kiến thức cơ bản, làm cơ sở nghiên cứu

chương sau.

Chương 2. Chúng tôi trình bày về một số cận dưới cho giá trị kỳ dị nhỏ nhất

của ma trận hằng. Trước tiên, chúng tôi sẽ trình bày một vài kết quả liên quan

đến cận dưới cho chuẩn của ma trận nghịch đảo. Sau đó, dựa vào mối quan hệ

của chuẩn của ma trận nghịch đảo và giá trị kỳ dị nhỏ nhất của ma trận ta thu

được cận dưới cho giá trị kỳ dị của hai lớp ma trận đặc biệt: ma trận đường chéo

trội và H−ma trận. Cuối cùng, chúng tôi đưa hai ví dụ để minh họa cho các cận

tìm được.

Chương 3. Chúng tôi sẽ trình bày một kết quả về cận dưới cho giá trị kỳ

dị nhỏ nhất của ma trận phụ thuộc tham số cùng với nó là một ví dụ minh họa.

Trong các ví dụ ở cả 2 chương, chúng tôi đều sử dụng MATLAB như một phần

mềm để tính toán và minh họa kết quả.

Luận văn này được hoàn thành tại trường Đại học Khoa học - Đại học Thái

Nguyên. Trước khi trình bày nội dung chính của luận văn, tôi xin gửi lời cảm ơn

chân thành, sâu sắc tới TS. Nguyễn Thanh Sơn. Thầy là người trực tiếp hướng

dẫn, tận tình chỉ bảo, giúp đỡ và động viên tôi trong suốt quá trình nghiên cứu và
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hoàn thành luận văn.

Tôi cũng xin chân thành cảm ơn ban lãnh đạo phòng Sau Đại học, quý thầy

cô trong khoa Toán - Tin, các bạn học viên lớp cao học Toán 8a đã tạo điều kiện

thuận lợi, giúp đỡ, động viên tôi trong suốt quá trình học tập và nghiên cứu tại

trường.

Qua đây, tôi xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới người thân trong gia đình,

bạn bè đã luôn động viên khích lệ tôi trong suốt quá trình hoàn thành khóa học.

Thái Nguyên, ngày 7 tháng 7 năm 2016

Tác giả

Bùi Thị Tuyến
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Chương 1

Kiến thức chung về ma trận

Để phục vụ cho Chương 2, ta sẽ nhắc lại một số kiến thức cơ bản giúp cho

việc trình bày nội dung của Chương 2 được rõ ràng. Trước hết, ta nhắc lại các

khái niệm về ma trận. Chương này được viết chủ yếu dựa vào tài liệu [1, 2, 4].

1.1 Ma trận

1.1.1 Định nghĩa ma trận

Định nghĩa 1.1. Ma trận một bảng gồm m× n số thực được sắp xếp thành m

dòng, n cột và gọi là ma trận cấp m×n. Ký hiệu ma trận là,

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

am1 am2 · · · amn


hoặc

A = (ai j)m×n.

Trong đó, ai j là phần tử của ma trận nằm trên dòng i, cột j, i = 1,2, · · · ,m, j =

1,2, · · · ,n. Các phần tử aii gọi là phần tử nằm trên đường chéo chính.

Nếu m = n thì A được gọi là một ma trận vuông.

Định nghĩa 1.2. Ma trận đơn vị là ma trận vuông có mọi phần tử nằm trên đường

chéo chính bằng 1, các phần tử khác bằng 0 và có dạng sau

I =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · 1


4



Định nghĩa 1.3. Ma trận đường chéo là ma trận vuông có các phần tử nằm ngoài

đường chéo chính bằng 0.

Ta đặc biệt quan tâm đến lớp ma trận đường chéo vuông. Ma trận đường chéo có

dạng,

D =


a11 0 · · · 0
0 a22 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · ann


Định nghĩa 1.4. Ma trận chuyển vị là một ma trận ở đó các hàng được thay thế

bằng các cột và ngược lại. Ma trận chuyển vị của ma trận A được kí hiệu là AT .

AT =


a11 a21 · · · am1
a12 a22 · · · am2

... ... . . . ...
a1n a2n · · · amn


Nếu A là một ma trận có kích thước m× n với các giá trị ai j tại hàng i, cột

j thì ma trận chuyển vị B = AT là ma trận có kích thước n×m với các giá trị

bi j = a ji.

Định nghĩa 1.5. Ma trận A được gọi là ma trận đối xứng nếu AT = A. Ma trận đối

xứng A được gọi là xác định dương (nửa xác định dương) nếu xT Ax > 0,∀x 6= 0

(xT Ax≥ 0).

1.1.2 Ma trận trực giao

Định nghĩa 1.6. Ma trận vuông A được gọi là ma trận trực giao nếu,

AT A = I,

hay dưới dạng biểu thức,

n

∑
k=1

aika jk = σi j =

{
1, i = j

0, i 6= j

trong đó, σi j là kí hiệu Kronecker.

Tính chất 1.7. • Ma trận trực giao A là khả nghịch và có A−1 = AT .
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• Ma trận A trực giao khi và chỉ khi các vec tơ cột và các hàng của A tạo thành

các hệ trực chuẩn.

• Ta có

|AT A|= |I|= 1→ |A|=±1.

1.2 Véc tơ riêng, giá trị riêng

Định nghĩa 1.8. Cho A là ma trận vuông cấp n,

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann


Khi đó, nếu có véc tơ x khác không và số λ sao cho Ax = λx thì ta nói λ là một

giá trị riêng của A và x là một véc tơ riêng của A tương ứng với giá trị riêng λ .

Như đã biết, giá trị riêng và véc tơ riêng của ma trận thực có thể là phức.

Tuy nhiên, nếu A là ma trận đối xứng thì các giá trị riêng và kéo theo là các véc

tơ riêng luôn là thực.

Ta nhắc lại ở đây một kết quả quan trọng của đại số tuyến tính. Đó chính là

Định lý Courant-Fischer. Để tiện cho việc hiểu và vận dụng, chúng tôi trích một

phần của định lý. Phát biểu đầy đủ và chứng minh của định lý có thể tìm thấy

trong [4].

Định lý 1.9. (Định lý 4.2.6, [4])

Giả sử A là ma trận thực đối xứng cấp n. Gọi λn(A) là giá trị riêng nhỏ nhất theo

nghĩa đại số của nó. Khi đó,

λn(A) = min
x 6=0

xT Ax
xT x

.

Từ định lý này, ta suy ra ngay một hệ quả sau.

Hệ quả 1.10. Nếu A là một ma trận đối xứng xác định dương (nửa xác định

dương) thì các giá trị riêng của nó đều dương (không âm).
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